


Integralni racun

Jedan od osnovnih zadataka diferencijalnog raéuna je odredivanje izvoda il
diferencijala date funkcije. Ali, ako se postavi obrnuti problem, odredivanje funkcije

kojoj je poznat izvod ili diferencijal, dolazi se do integralnog racuna.

Pitanja koja se sada mogu postaviti i potraziti odgovor na njih su sledeca:
1. Da li svaka funkcija moze biti izvod neke druge funkcije 2
2.  Ako ta funkcija postoji da li je jednoznacna 2

3.  Ako ta funkcija postoji, kako da je odredimo?2
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Primitivna funkcija

Neka je funkcija f(x) definisana na intervalu (a,b).
Funkcija F(x) zove se primitivna funkcija funkcije f{x)
akko je F'(x) = f(x) ili d F(x) = f(x) dx

Ako je funkcija F(x) primitivna funkcija funkcije f(x)
na intervalu (a,b) tada je bilo koja funkcija oblika

F(x) +c takode primitivna funkcije f(x) , pri ¢emu je c
proizvoljna konstanta.
Napomena: primitivna funkcija nije jednoznac¢no

odredena vec¢ je u pitanju familija krivih koje se
razlikuju za konstantu c.






Definicija neodredenog integrala

Skup svih primitivnih funkcija funkcije f (X) na intervalu (&, b) zove se neodredeni

integral i obeleZava se:

I f(X)dX odnosno I f(X)dX= F(X)+ C.

Ckyn cBux npumutuBHHX ¢yHkiMja ¢ynkumje f(x) je Heoapehenu wuHterpan Te




Definicija integrala

| £(x)dx = F(x)+ Cg(F(x) +C)'= f(x)

I - znak za integralni raCun

f(x) - podintegralna funkcija
dx - diferencijal nezavisno promenljive

F(x)+ C - skup primitivnih funkcrja



fodx=x2+c

Heonpehenn unterpan gpynkuuje 2x je ckyn 6eckoHauHo MHOro napa6osa obnmka x2 + c.
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Osnovna pravila integracije

L[/ + £,(0]de =] f,(x)dx +] £, (x)dx
2. [Cr(x)dx=C] f(x)dx



Osobine integrala

L ([ @) = f(x)

> d( [ f(x)dx)z £(x)dx



Osobine integrala

Svaka neprekidna funkcija f(X) na intervalu (3 b) ima na tom intervalu

primitivnu funkciju [ (X) .

Diferencijal neodredenog integrala jednak je podintegralnom izrazu.
d[ £(x)dx=F(x)dx, ([ £(x)dx) = £(x).

Neodredeni integral dl'ferencijafa neke funkcije jednak je podintegralnoj funkciji:

[d(£( X)+C [ F(x)dx=f(x)+C.
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/ Tablica integrala

xn+1
"dx = ; -1
fx X n+1+ c ,(n*-1)

dx
f—z In|x| + ¢
X

ax

ja"dx= Yo i arioaiET
Ina

fexdxzex+c

jsinxdx =—cosx+c

jcosxdx =eSinrehc
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Tablica integrala

1
dx =t
fcoszx x=tgx+c

1
f dx = —ctgx+c

sin? x
dx e ( j dx . )
= arcsinx +c , = arccosx + ¢
V1 —x2 —V1 —x2
dx —dx
jl+x2=arctgx+c : (]1+x2=arcctgx+c)

f dx 1 |x—a

———=—1In |+c
x2—a? 2a

xX+a

dx
J =ln|x+\/x2ia2|+c
V2 + a?
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Primeri-Neposredna integracija

[zracunavanje nekih integrala neposrednom integracijom :

3
1.I3x2dx=3jx2dx =3-x—=x3 +C
3

2.j(x3 —2x° +2x—Ddx :jx3dx—2jx2dx+2jxdx—Idx =

4
X 2
?——x3 +x2—x+C

3 = 2t
dx=6jx_4dx+2j.x_3dx+j‘x_2dx=6-x—3+2x +x 2

3"'6+2x+xz
: x* ok |
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Metoda smene

U nekim sluéajevima i pored toga §to znamo da postoji primitivnha funkcija funkcije
f(x) ne mozemo metodom neposredne integracije izracunati njen neodredeni

integral. U takvim slu¢ajevima se Cesto koristi metoda smene.

1. Neka je f(x) slozena funkcija promenljive 7, tj. f(x) =f(g(l‘)) . Smenom
X = g(l‘) gde je funkcija g(l‘) neprekidna sa neprekidnim izvodom i inverznom

funkcijom [ = g_l (x), dobijamo
J7(x)ae=]7(2(1))-g' ().
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Metoda smene

[ fode=]1(g())g ')t

x=g()=>dx=g'(t)dt



Primeri-Metoda smene

+5=1 i +5)"
1._[(x+5)10dx . L% e t )+C
dx= 11 11
3x+2=t
e 1 . Lo
2.jcos(3x+2)dx: 3dx = dt :Jcost?:§smt+C:§sm(3x+2)+C
dx:ﬂ
3
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- Metoda parcijalne integracije

Metod parcijalne integracije se dobija iz pravila za izvod prozvoda dve
funkcije.

d(u(z) - v(z)) = v(z) - du + u(z) - dv,
pa je
d(u(z) - v(z)) — v(z)du = u(z)dv, z € A.

Ako integralimo prethodni izraz dobijamo

[(du(z) - v(a)) ~ viz)du) = [ u@)d.

f w(z)dv — f d(u(z) - v(z)) — f o(z)du.
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Metoda parcijalne integracije

/ w(z)v(z)dz = u(z) - v(z) — f o(z)u'(z)dz.

Ako obelezimo sa u =u(x),v=v(x) diferencijabilne funkcije, onda je

jud\/:u-v—jvdu
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Metoda parcijalne integracije

Primena metode parcijalne integracije narocito se preporucuje u sledec¢im slucajevima:

e kada se integrali proizvod jedne polinomske funkcije i jedne funkcije eksponencijalnog tipa,
za u se uzima polinomska funkcija, a za v’ se uzima funkcija eksponencijalnog tipa;

e kada se integrali proizvod jedne polinomske funkcije | jedne trigonometrijskog tipa, za u se
uzima funkcija polinomskog tipa, a za v’ funkcija trigonometrijskog tipa;

e kada se integrali proizvod jedne funkcije trigonometrijskog tipa | jedne funkcije
eksponencijalnog tipa, tada je potpuno svejedno s$ta se uzima za u, a ta za v/, ali se do kraja

principijelno mora primenjivati izabrana varijanta;

e kada integralimo proizvod jedne polinomske funkcije | jedne funkcije logaritamskog tipa, za
u uzeéemo funkciju logaritamskog tipa, a za v’ funkciju polinomskog tipa;

e kada integralimo proizvod jedne polinomske funkcije | jedne inverzne trigonometrijske
funkcije, za u uzeédemo inverznu trigonometrijsku funkciju, a za v’ funkciju polinomskog tipa.
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Primer-Parcijalna itegracija
|zraCunati integrale:

cosxdx=dv=ov= J-cosxdx =SIN X

jxcosxdx:
—7 =S dit —dx

X
— Uy — fudu

— @ sin(x) — fsin{:r:) dax

= xsin(x) + cos(x) + C
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/Zadaci za samostalni rad

1.1zraCunati sledece integrale:
a) j(5x3 B —3x+5)dx
b) I(3x3 x> +Inx+e™ +9x+8)dx

2.Proveriti rezultate :

a) [ x2dx = —%e"; +C

b) | x sinx dx=-x sinx+sinx+C

xXInx x°
25

+C

C) [ x*Inx dx =

3.Izrac":unatisledeéiintegralzI(S-Zx)gdx i —
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